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一、 填空题 

（1）设
,0
,0

,0

,1cos)(
=
≠

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
x
x

x
xxf

若

若λ

 其导函数在 x=0处连续，则λ的取值范围是.____ 

【答】 2λ >  

【详解】  当 1>λ 时，有 
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显然当 2>λ 时，有 )0(0)(lim
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fxf
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，即其导函数在 x=0处连续. 

（2）已知曲线 bxaxy +−= 23 3 与 x轴相切，则 2b 可以通过 a表示为 =2b _________ 

【答】
64a  

【详解】  由题设，在切点处有 

           033 22 =−=′ axy ，有 .22
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（3）设 a>0，
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【答】 2a  . 
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（4）设 n维向量 0,),0,,0,( <= aaa Tα ；E为 n阶单位矩阵，矩阵 

         TEA αα−= ， T

a
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其中 A的逆矩阵为 B，则 a=__________ 

【答】-1   

【详解】  由题设，有 
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于是有  0121 =+−−
a

a ，即  012 2 =−+ aa ，解得 .1,
2
1

−== aa  由于 A<0 ,故 a=-1. 

（5）设随机变量 X 和 Y 的相关系数为 0.9, 若 4.0−= XZ ，则 Y 与 Z 的相关系数为

________    . 

【答】   0.9      

【详解】  因为 
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（6）设总体 X服从参数为 2的指数分布， nXXX ,,, 21 为来自总体 X的简单随机样本，
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【详解】这里
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二、选择题 

（1）设 f(x)为不恒等于零的奇函数，且 )0(f ′ 存在，则函数
x
xfxg )()( =  

(A) 在 x=0处左极限不存在.            (B) 有跳跃间断点 x=0. 

(C) 在 x=0处右极限不存在.            (D) 有可去间断点 x=0.        

【 】 

【答】  [   D  ] 

【详解】  显然 x=0为 g(x)的间断点，且由 f(x)为不恒等于零的奇函数知，f(0)=0. 

于是有  
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故 x=0为可去间断点. 

（2）设可微函数 f(x,y)在点 ),( 00 yx 取得极小值，则下列结论正确的是 

 (A) ),( 0 yxf 在 0yy = 处的导数等于零.  （B） ),( 0 yxf 在 0yy = 处的导数大于零. 

(C)  ),( 0 yxf 在 0yy = 处的导数小于零.   (D) ),( 0 yxf 在 0yy = 处的导数不存在. 

【 】 

【答】    [  A  ] 

【详解】   可微函数 f(x,y)在点 ),( 00 yx 取得极小值，根据取极值的必要条件知

0),( 00 =′ yxf y ，即 ),( 0 yxf 在 0yy = 处的导数等于零, 故应选(A). 
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(A) 若∑
∞

=1n
na 条件收敛，则∑

∞

=1n
np 与∑

∞

=1n
nq 都收敛. 

(B) 若∑
∞

=1n
na 绝对收敛，则∑

∞

=1n
np 与∑

∞

=1n
nq 都收敛. 

(C) 若∑
∞

=1n
na 条件收敛，则∑

∞

=1n
np 与∑

∞

=1n
nq 敛散性都不定. 

(D) 若∑
∞

=1n
na 绝对收敛，则∑

∞

=1n
np 与∑

∞

=1n
nq 敛散性都不定.                

【 】 



【答】  [  B  ] 

【详解】   若∑
∞
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na 绝对收敛，即∑
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（4）设三阶矩阵
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A ，若 A的伴随矩阵的秩为 1，则必有 

(A)  a=b或 a+2b=0.          (B)  a=b或 a+2b≠ 0. 

(C)  a≠ b且 a+2b=0.         (D)  a≠ b且 a+2b≠ 0.                   

【 】 

【答】[  C  ] 

【详解】 根据 A与其伴随矩阵 A*秩之间的关系知，秩(A)=2，故有 

         0))(2( 2 =−+= baba
abb
bab
bba
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即有 02 =+ ba 或 a=b. 

但当 a=b时，显然秩(A) 2≠ , 故必有 a≠ b且 a+2b=0. 应选(C). 

（5）设 sααα ,,, 21 均为 n维向量，下列结论不正确的是 

(A) 若对于任意一组不全为零的数 skkk ,,, 21 ，都有 02211 ≠+++ sskkk ααα ，则

sααα ,,, 21 线性无关. 

(B) 若 sααα ,,, 21 线性相关，则对于任意一组不全为零的数 skkk ,,, 21 ，都有

.02211 =+++ sskkk ααα  

(C) sααα ,,, 21 线性无关的充分必要条件是此向量组的秩为 s. 

(D) sααα ,,, 21 线性无关的必要条件是其中任意两个向量线性无关.       

【 】 

【答】[  B  ] 

【 详 解 】 (A): 若 对 于 任 意 一 组 不 全 为 零 的 数 skkk ,,, 21 , 都 有 

02211 ≠+++ sskkk ααα ，则 sααα ,,, 21 必线性无关，因为若 sααα ,,, 21 线性相关，

则存在一组不全为零的数 skkk ,,, 21 ,使得 02211 =+++ sskkk ααα ，矛盾. 可见（A）



成立. 

(B): 若 sααα ,,, 21 线性相关，则存在一组，而不是对任意一组不全为零的数

skkk ,,, 21 ，都有 .02211 =+++ sskkk ααα  (B)不成立. 

(C) sααα ,,, 21 线性无关,则此向量组的秩为 s；反过来，若向量组 sααα ,,, 21 的秩为

s，则 sααα ,,, 21 线性无关，因此(C)成立. 

(D) sααα ,,, 21 线性无关,则其任一部分组线性无关，当然其中任意两个向量线性无关，

可见(D)也成立. 

综上所述，应选(B). 

（6）将一枚硬币独立地掷两次，引进事件： 1A ={掷第一次出现正面}， 2A ={掷第二次出

现正面}， 3A ={正、反面各出现一次}， 4A ={正面出现两次}，则事件 

(A) 321 ,, AAA 相互独立.             (B) 432 ,, AAA 相互独立.      

(C) 321 ,, AAA 两两独立.             (D) 432 ,, AAA 两两独立.           

【 】 

【答】[  C  ] 

【详解】 因为 

2
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4
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且  

  
4
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4
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4
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4
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可见有 

)()()( 2121 APAPAAP = ， )()()( 3131 APAPAAP = ， 

)()()( 3232 APAPAAP = ， )()()()( 321321 APAPAPAAAP ≠ ， 

)()()( 4242 APAPAAP ≠ . 

故 321 ,, AAA 两两独立但不相互独立； 432 ,, AAA 不两两独立更不相互独立，应选(C). 

 

三 、（本题满分 8分） 

设 
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试补充定义 f(1)使得 f(x)在 ]1,
2
1[ 上连续. 

【详解】  因为 
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由于 f(x)在 )1,
2
1[ 上连续，因此定义

π
1)1( =f ， 

使 f(x)在 ]1,
2
1[ 上连续. 

 

四 、设 f(u,v)具有二阶连续偏导数，且满足 12
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五 、（本题满分 8分） 

计算二重积分 

        .)sin( 22)( 22

dxdyyxeI
D

yx += ∫∫ −+− π  

其中积分区域 D= }.),{( 22 π≤+ yxyx  

【详解】 作极坐标变换： θθ sin,cos ryrx == ，有 
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六、（本题满分 9分） 

求幂级数 ∑
∞
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n x
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x

的和函数 f(x)及其极值. 

【详解】   
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上式两边从 0到 x积分，得 
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由 f(0)=1, 得 

   ).1(),1ln(
2
11)( 2 <+−= xxxf  

令 0)( =′ xf ，求得唯一驻点 x=0. 由于 
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x
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+
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可见 f(x)在 x=0处取得极大值，且极大值为 

           f(0)=1. 

 

七、（本题满分 9分） 

设 F(x)=f(x)g(x), 其中函数 f(x),g(x)在 ),( +∞−∞ 内满足以下条件： 

     )()( xgxf =′ ， )()( xfxg =′ ，且 f(0)=0, .2)()( xexgxf =+  

(1) 求 F(x)所满足的一阶微分方程； 

(2) 求出 F(x)的表达式. 

【详解】  (1) 由 

   )()()()()( xgxfxgxfxF ′+′=′  

         = )()( 22 xfxg +  = )()(2)]()([ 2 xgxfxgxf −+  

         =(2 2)xe -2F(x), 

可见 F(x)所满足的一阶微分方程为 
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         = ]4[ 42 Cdxee xx +∫−  = .22 xx Cee −+  

将 F(0)=f(0)g(0)=0代入上式，得 C=-1. 

于是 

         .)( 22 xx eexF −−=  

 

八、设函数 f(x)在[0，3]上连续，在（0，3）内可导，且 f(0)+f(1)+f(2)=3, f(3)=1.试证必存在

)3,0(∈ξ ，使 .0)( =′ ξf  

【详解 1】  因为 f(x)在[0，3]上连续，所以 f(x)在[0，2]上连续，且在[0，2]上必有最大值 M



和最小值 m，于是 

          Mfm ≤≤ )0( ， 

         Mfm ≤≤ )1( ， 

         Mfm ≤≤ )2( . 

故 

.
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由介值定理知，至少存在一点 ]2,0[∈c ，使 

.1
3

)2()1()0()( =
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=
fffcf  

因为 f(c)=1=f(3), 且 f(x)在[c,3]上连续，在(c,3)内可导，所以由罗尔定理知，必存在

)3,0()3,( ⊂∈ cξ ，使 .0)( =′ ξf  

【详解 2】 反证法.设在[ ]0, 2 上总有 ( ) 1,f x > 则 ( ) ( ) ( )0 1 2 3f f f+ + > ，与已知条件

矛盾；类似可得在[ ]0, 2 上不可能总有 ( ) 1.f x < 由于 ( )f x 在[ ]0, 2 上连续，故根据闭区间上

连续函数的介值定理知道至少存在一点 [ ]0, 2 ,c∈ 使得 ( ) 1f c = .由于 

( ) ( )3 1,f c f= = 且 ( )f x 在[ ],3c 上连续，在 ( ),3c 内可导，故由罗尔定理可知必存在一

点 ( )0,3ξ ∈ 使得 ( ) 0.f ξ′ =  

 

九、已知齐次线性方程组 
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其中 .0
1

≠∑
=

n

i
ia  试讨论 naaa ,,, 21 和 b满足何种关系时， 

(1) 方程组仅有零解； 

(2) 方程组有非零解. 在有非零解时，求此方程组的一个基础解系. 

【详解】 方程组的系数行列式 
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(1) 当 0≠b 时且 0
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i
iab 时，秩(A)=n，方程组仅有零解. 

(2) 当 b=0 时，原方程组的同解方程组为   

        .02211 =+++ nn xaxaxa  

由 0
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i
ia 可知， ),,2,1( niai = 不全为零. 不妨设 01 ≠a ，得原方程组的一个基础解
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时，有 0≠b ，原方程组的系数矩阵可化为 
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将 ( ) ∗ 第 1行的-1倍加到其余各行，再从第 2行到第 n行同乘以

∑
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i
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1
倍，得 
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     将 ( ) ∗∗ 第 n行 na− 倍到第 2行的 2a− 倍加到第 1行，再将第 1行移到最后一行 
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 由此得原方程组的同解方程组为 

        12 xx = ， 13 xx = ， 1, xxn =  . 

 原方程组的一个基础解系为 

        .)1,,1,1( T=α  

十、设二次型 

)0(222),,( 31
2
3

2
2

2
1321 >+−+== bxbxxxaxAXXxxxf T

， 

中二次型的矩阵 A的特征值之和为 1，特征值之积为-12. 

(1) 求 a,b的值； 

(2) 利用正交变换将二次型 f化为标准形，并写出所用的正交变换和对应的正交矩阵. 

【详解 1】 （1）二次型 f的矩阵为 
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设 A的特征值为 ).3,2,1( =iiλ  由题设，有 

1)2(2321 =−++=++ aλλλ ， 
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解得 a=1,b= -2. 

(2) 由矩阵 A的特征多项式 
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得 A的特征值 .3,2 321 −=== λλλ  

对于 ,221 == λλ 解齐次线性方程组 0)2( =− xAE ，得其基础解系 

    T)1,0,2(1 =ξ ， .)0,1,0(2
T=ξ  

对于 33 −=λ ，解齐次线性方程组 0)3( =−− xAE ，得基础解系 

     .)2,0,1(3
T−=ξ  

由于 321 ,, ξξξ 已是正交向量组，为了得到规范正交向量组，只需将 321 ,, ξξξ 单位化，由此得 
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令矩阵 
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则 Q为正交矩阵. 在正交变换 X=QY下，有 
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且二次型的标准形为 
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【详解 2】 （1）二次型 f的矩阵 A对应特征多项式为 
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设 A的特征多项式为 
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设 A的特征值为 321 ,, λλλ ，则 ).2(,2,2 2
32321 baa +−=−=+= λλλλλ 由题设得 



1)2(2321 =−+=++ aλλλ ， 

.12)2(2 2
321 −=+−= baλλλ  

解得 a=1,b=2. 

   （2）由（1），可得 A的特征值为 1 2 32, 3.λ λ λ= = = −  

以下可参见详解 1. 

 

十一、设随机变量 X的概率密度为 
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F(x)是 X的分布函数. 求随机变量 Y=F(X)的分布函数. 

【详解】 易见，当 x<1时，F(x)=0; 当 x>8 时，F(x)=1. 

对于 ]8,1[∈x ，有 
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设 G(y)是随机变量 Y=F(X)的分布函数. 显然，当 0<y 时，G(y)=0；当 1≥y 时，G(y)=1. 

 对于 )1,0[∈y ，有 

        })({}{)( yXFPyYPyG ≤=≤=  

              = })1({}1{ 33 +≤=≤− yXPyXP  

              = .])1[( 3 yyF =+  

于是，Y=F(X)的分布函数为 
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【 详 解 2 】  不 求 F(x) 的 具 体 表 达 式 子 , 因 为 Y=F(X) 的 分 布 函 数 为

( ) { } ( ){ }G y P Y y P F x y= ≤ = ≤  

{ } ( ){ }33 1 1P X y P X y= − ≤ = ≤ + ( )31P y y⎡ ⎤= + =⎣ ⎦  

注意到 F（x）为分布函数，于是有 ( )0 1,F x≤ ≤ 因此 

当 y<0时，G(y)=0; 



当 1≥y 时，G(y)=1; 

当 0 1<≤ y 时， })({}{)( yXFPyYPyG ≤=≤=  

                     = )}({ 1 yFXP −≤ = .))(( 1 yyFF =−  

 

十二、设随机变量 X与 Y独立，其中 X的概率分布为 
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而 Y的概率密度为 f(y)，求随机变量 U=X+Y的概率密度 g(u). 

【详解】  设 F(y)是 Y的分布函数，则由全概率公式，知 U=X+Y的分布函数为 

     }{)( uYXPuG ≤+=  

          = }2{7.0}1{3.0 =≤++=≤+ XuYXPXuYXP  

          = }22{7.0}11{3.0 =−≤+=−≤ XuYPXuYP . 

由于 X和 Y独立，可见 

         G(u)= }2{7.0}1{3.0 −≤+−≤ uYPuYP  

= ).2(7.0)1(3.0 −+− uFuF  

由此,得 U的概率密度 

)2(7.0)1(3.0)()( −′+−′=′= uFuFuGug  

     = ).2(7.0)1(3.0 −+− ufuf  

 


