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一、 填空题 

（1）设常数
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（2）交换积分次序： ( ) ( )
1 1 1
4 2 2

10
4

, ,
y

y y
dy f x y dx dy f x y dx+ =∫ ∫ ∫ ∫ ___________. 

【答】 ( )2

1
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0
,

x

x
dx f x y dy∫ ∫  

【详解】 积分区域 1 2 ,D D D= + 其中 

( )1
1, | 0 , ,
4

D x y y y x y⎧ ⎫= ≤ ≤ ≤ ≤⎨ ⎬
⎩ ⎭

 

( )2
1 1 1, | ,
4 2 2

D x y y y x⎧ ⎫= ≤ ≤ ≤ ≤⎨ ⎬
⎩ ⎭

 

 于是 D也可以表示为 ( ) 21, | 0 , .
2

D x y x x y x⎧ ⎫= ≤ ≤ ≤ ≤⎨ ⎬
⎩ ⎭

 

 故 
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1 1 1 1
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（3）设三阶矩阵

1 2 2
2 1 2
3 0 4
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A ,三维向量 ( ),1,1 .Ta=α 已知Αα 与α 线性相关， 

a＝________ 

【答】 -1 

【详解】 由题设，存在 k，使得 kΑα = α ，即 
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a
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即

2 2 ,
2 1 2 ,
3 4 ,

a ka
a k
a k

+ − =⎧
⎪ + + =⎨
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可得 1, 1.a k= − =  

故所求 a为－1. 

 （4） 设随机变量 X和 Y的联合概率分布为 

  

P            Y 

X         

 

1                               0                            1−  

0 

1 

0.07                               0.18                            0.15  

0.08                               0.32                            0.20  

则
2X 和

2Y 的斜方差 ( )2 2cos ,X Y = __________ 

【答】 －0.02 

【详解】 由题设，有 

X 0                                       1 

P 0.4                                       0.6  

 

X 1                    0                    1−  

P 0.15                     0.5                    0.35

 

且 
2X  0                                       1 



P 0.4                                       0.6  

 
2Y  0                                       1 

P 0.5                                    0.5  

 
2 2X Y  0                                       1 

P 0.72                                    0.28  

从而 ( ) ( ) ( )2 2 2 20.28, 0.69, 0.5,E X Y E X E Y= = =  

故 ( ) ( ) ( )( )2 2 2 2 2 2cos , , 0.28 0.3 0.02.X Y E X Y E X Y− = − = −  

（5）设总体 X 的概率密度为 ( )
( ) ,      ,;

0,              

xe xf x
x

θ θ
θ

θ

− −⎧ ≥⎪= ⎨
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若

若
而 1 2, , , nX X X" 是来自总体 X

的简单随机样本，则未知参数θ的矩估计量为______ 

【答】  
1

1 1
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i
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X
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【详解】因为 ( ) ( )
0

1,xE X xe dxθ θ
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所以，由 ( )
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得参数θ的矩估计量为 �
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i
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X
n

θ
=
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二、选择题 

（1）设函数 ( )f x 在闭区间[ , ]a b 上有定义,在开区间 ( , )a b 上可导,则  

(A) 当 ( ) ( ) 0f a f b < 时,存在 ( , ), ( ) 0.a b fξ ξ∈ =使  

      (B) 对任何 ( , )a bξ ∈ ,有 lim[ ( ) ( )] 0.
x

f x f
ξ

ξ
→

− =  



(C) 对 ( ) ( )f a f b= 时,存在 ( , )a bξ ∈ ,使 '( ) 0f ξ =    

   (D) 存在. ( , )a bξ ∈  ,使  ( ) ( ) '( )( ).f b f a f b aξ− = −   

【答】 [ B] 

【详解】  由题设, ( )f x 在 ( ( , )a bξ ξ ∈ 处可导,从而连续, 

故有 lim[ ( ) ( )] 0.
x

f x f
ξ

ξ
→

− = 应选(B). 

（2） 设幂级数
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【答】   [ A] 

【详解】 由题设，有 1 13lim , lim 3,
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故幂级数

2

2
1

n
nn

n n

a x
b=

∑ 的收敛半径为，故应选[ A]. 

（3） 设 A是m n× 矩阵，B是 n m× ，则线性方程组 ( ) 0=AB x  

（A）当 n m> 时仅有零解.  （B）当时n m> 必有非零解. 

（C）当时m n> 仅有零解   （D）当时m n> 必有非零解 

【答】   [ D] 

【详解】 AB为m m× 矩阵，当m n> 时，有 ( ) ( )r r n m≤ ≤ <AB A 对应 ( ) 0=AB x

 有非零解，故应选[ D] 

.（4）设 A是 n阶实对称矩阵，P 是 n阶可逆矩阵.已知 n维列向量α 是 A的属于特征值

λ的特征向量，则矩阵 ( )1 T−P AP 属于特征值λ的特征向量是 

( ) ( ) ( ) ( )( )1 1                                           
TTA B C Dα α α α− −P P P P  

【答】   [ B] 

【详解】 由已知 ,α λαA = 于是 ( )1, ,
TT T T Tα λ α α λ α−= =P A P P A P P  



又由于
T =A A,有 ( )1 ,

T T Tα λ α− =P AP P P 可见矩阵 ( )1 T−P AP 属于特征值λ的特征向

量是
TαP . 

（5） 设随机变量 X 和 Y都服从标准正态分布，则 

（A）X+Y都服从正态分布        （B） 2 2X Y+ 都服从
2χ 分布. 

（C） 2X 和
2Y 都服从 2χ 分布.      （D）

2

2

X
Y
服从F 分布. 

【答】   [ C] 

【详解】 由于 X、Y不一定相互独立,故（A）、（B）、(D)不一定成立，只有（C）为正确

选项. 

 

三 、（本题满分 8分） 

求极限

2

0 0
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【详解 1】   
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4 3 6
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【详解 1】   
2 2
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x u x u

x x

t dt du t dt du
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−
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x
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四 、（本题满分 8分） 

设函数 ( , , )u f x y z= 有连续偏导数,且 ( , )z z x y= 由方程
x y zxe ye ze− = 所确定,

求 du  

【详解 1】 设 ( , , ) ,x y zF x y z xe ye ze= − − 则 



    ' ' '( 1) , ( 1) , ( 1) .x y z
x y zF x e F y e F z e= + = − + = − +  

故      

 
'' 1 1,

' 1 ' 1
yx z y zx

z z

FFz x z ye e
x F z y F z

− −∂ + ∂ +
= − = = − =

∂ + ∂ +
， 

而   

 ' ' ' ' 1 ,
1

x z
x z x z

u z xf f f f e
y x z

−∂ ∂ +
= + = +

∂ ∂ +
 

         ' ' ' ' 1 ,
1

y z
y z y z

u z yf f f f e
y y z

−∂ ∂ +
= + = +

∂ ∂ +
 

所以 

' ' ' '1 1( ) ( ) .
1 1

x z y z
x z y z

u u x ydu dx dy f f e dx f f e dy
x y z z

− −∂ ∂ + +
= + = + + +
∂ ∂ + +

 

【详解 2】 在 x x zxe ye ze− = 两边微分,得 

    ,x x y y z ze dx xe dx e dy ye dy e dz ze dz+ − − = +  

故   
(1 ) (1 ) .

(1 )

x y

z

x e dx y e dydz
z e

+ − +
=

+
 

由 ( , , ),u f x y z= 得 

  ' ' ' ,x y zdu f dx f dy f dz= + +  

故 

  ' ' ' '1 1( ) ( ) .
1 1

x z y z
x z y z

x ydu f f e dx f f e dy
z z

− −+ +
= + +

+ +
 

 

五 、（本题满分 8分） 

设
2(sin ) ,

sin
xf x

x
= 求 ( )

1
x f x dx

x−∫  

【详解】 令 2sin ,u x= ，则有 

         
arcsinsin , arcsin , ( ) ,xx u x u f x

x
= = = .于是 

arcsin( )
1 1

x xf x dx dx
x x

=
− −∫ ∫  



arcsin (1 ) 2 arcsin 1
1

xd x xd x
x

= − − = − −
−∫ ∫  

12 1 arcsin 2 1
1

x x x d x
x

= − − + −
−∫  

2 1 arcsin 2 .x x x C= − − + +  

 

六、设 1D 是由抛物线 22y x= 和 , 2x a x= = 及 0y = 所围成的平面区域； 2D 是由抛物线

22y x= 和直线 0,y x a= = 所围成的平面区域，其中0 2.a< <  

（1） 试求 1D 绕 x轴旋转而成的旋转体体积 1;V 2D 绕 y轴旋转而成的旋转体体积 2;V  

（2） 问当a为何值时， 1 2V V+ 取得最大值？试求此最大值. 

【详解】  

（1） 

( ) ( )2 22 5
1

42 32 ;
5

V x dx a
π

ππ= = −∫  

222 2 4 4 4
2 0

2 2 .
2

a yV a a dy a a aπ π π π π= ⋅ − = − =∫  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

（2）设 ( )5 4
1 2

4 32 .
5

V V V a aπ π= + = − + 由 ( )34 1 0.V a aπ′ = − = 得区间 ( )0, 2 内的惟

一驻点 1.a =  

当0 1a< < 时， 0;V ′ > 当 1a < 时， 0V ′ < 。因此 1.a = 是极大值点即是最大值点 

此时 1 2V V+ 取得最大值，等于
129

5
π . 

 

七、（1）验证函数 ( ) ( ) ( )
3 6 9 3

1
3! 6! 9! 3 !

nx x x xy x x
n

= + + + + + −∞ < < +∞" " 满足微分方程



;xy y y e′′ ′+ + =  

（2）利用（1）的结果求幂级数
( )

3

0 3 !

n

n

x
n

∞

=
∑ 的和函数. 

【详解】  （1）因为 

( ) ( )
3 6 9 3

1 ,
3! 6! 9! 3 !

nx x x xy x
n

= + + + + +" "  

( ) ( )
3 6 9 3 1

,
2! 5! 8! 3 1 !

nx x x xy x
n

−

′ = + + + +
−

" "  

( ) ( )
4 7 3 2

4! 7! 3 2 !

nx x xy x x
n

−

′′ = + + + +
−

" "  

所以 .xy y y e′′ ′+ + =  

（ 2）与 xy y y e′′ ′+ + = 相应的齐次微分方程为 0,y y y′′ ′+ + = 其特征方程为

2 1 0,λ λ+ + = 特征根为 1,2
1 3 .
2 2

iλ = − ± 因此齐次微分方程的通解为 

2
1 2

3 3cos sin .
2 2

Y e C x C x
π

− ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

 

设非齐次方程的特解为
xy Ae∗ = 将 y∗

代入方程
xy y y e′′ ′+ + = ，得

1
3

A = ，于是 

1
3

xy e∗ =  

方程的通解为 

2
1 2

3 3 1cos sin .
2 2 3

xy Y y e C x C x e
π

−∗
⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= + = + +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
 

当 0x = 时，有 

( )

( )

1

1 2

10 1
3

1 3 10 0
2 2 3

y C

y C C

⎧ = = +⎪⎪
⎨
⎪ ′ = = − + +⎪⎩

 

得 1 2
2 , 0.
3

C C= =  

于是幂级数数
( )

3

0 3 !

n

n

x
n

∞

=
∑ 的和函数的和函数为 



( ) ( )22 3 1cos , .
3 2 3

x
xy x e x e x

−
= + −∞ < < +∞  

 

八、（本题满分 8分） 

    设函数 ( ), ( ) [ , ]f x g x a b在 上连续,且 ( ) 0,g x > 利用闭区间上连续函数得性质,证明存

在一点 [ , ],a bξ ∈ 使  ( ) ( ) ( ) ( ) .
b b

a a
f x g x dx f g x dxξ=∫ ∫  

【详解】 因为 ( ), ( ) [ , ]f x g x a b在 上连续, 且 ( ) 0,g x > ,由最值定理,知 ( )f x 在[ , ]a b 上有

最大值M 和最小值m ,即 

  ( ) ,m f x M≤ ≤  

故  ( ) ( ) ( ) ( ).mg x f x g x Mg x≤ ≤  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ,
b b b

a a a
mg x dx f x g x dx Mg x dx≤ ≤∫ ∫ ∫  

  
( ) ( )

( )

b

a
b

a

f x g x dx
m M

g x dx
≤ ≤∫

∫
. 

由介值定理知,存在 [ , ],a bξ ∈ 使 

 
( ) ( )

( )
( )

b

a
b

a

f x g x dx
f

g x dx
ξ = ∫

∫
, 

即 ( ) ( ) ( ) ( ) .
b b

a a
f x g x dx f g x dxξ=∫ ∫  

 

九、设齐次线性方程组 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

0,
0,

0,

n

n

n

ax bx bx bx
bx ax bx bx

bx bx bx ax

+ + + =⎧
⎪ + + + =⎪
⎨
⎪
⎪ + + + =⎩

"
"

"""
"

 

其中 0, 0, 2.a b n≠ ≠ ≥ 试讨论 ,a b为何值时方程组仅有零解、有无穷多组解？在有无穷

多组解时，求出全部解，并用基础解系表示全部解. 

【详解】 方程组的系数行列式 



( ) ( ) 11 .n

a b b b
b a b b

A a n b a bb b a b

b b b a

−= = + − −⎡ ⎤⎣ ⎦

"
"
"

# # # #
"

 

当 ( ), 1a b a n b≠ ≠ −且 时，方程组仅有零解. 

（2）当a b= 时，对系数矩阵 A作初等变换，有 

1 1 1 1
0 0 0 0

.

0 0 0 0

a b b b
b a b b

A b b a b

b b b a

⎡ ⎤
⎡ ⎤⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥= →
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦

"
"

"
"

"
# # # #

# # # #
"

"

 

原方程组的通解方程组为 

1 2 0,nx x x+ + + ="  

其基础解系为 

( ) ( ) ( )1 2 11,1,0, ,1 , 1,0,1, ,1 , , 1,0,0, ,1 .T T T= − = − = −" " " "α α α  

方程组的全部解是 

( )1 1 2 2 1 2, , ,n n nc c c c c c= + + +… … 为任意常数x α α α  

（3）当 ( )1a n= − 对系数矩阵 A作初等变换，有 

( )
( )

( )

( )

1
1

1

1

 

n b b b b
b n b b b

A b b n b b

b b b n b

−⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥= −
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

"
"
"

# # # #
"

 

( )
( )

( )

1 2

0 0 0
1 1 1 1

0 0 0
1 1 1 1

0 0 0
1 1 1 1  

0 0 0
1 1 1 1

1 1 1 1 1

n n
n

n n
n

n n
n

n n
n

n

−⎡ ⎤
−⎡ ⎤ ⎢ ⎥−⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎢ ⎥ ⎢ ⎥−

⎢ ⎥⎯⎯→ − ⎯⎯→⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎢ ⎥− ⎢ ⎥⎣ ⎦ −⎣ ⎦

…
"

"
"

"
"

# # # # #
# # # #

"
"

"

 



3 4

1 0 0 0 1 1 0 0 0 1
0 1 0 0 1 0 1 0 0 1
0 0 1 0 1 0 0 1 0 1

 

0 0 0 1 1 0 0 0 1 1
1 1 1 1 1 0 0 0 0 0n

− −⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥− −⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥− −

⎯⎯→ ⎯⎯→⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥− −
⎢ ⎥ ⎢ ⎥

−⎣ ⎦ ⎣ ⎦

… …
" "
" "

# # # # # # # # # #
" "
" "

 

原方程组的通解方程组为 

1

2

1

,
,

,

n

n

n n

x x
x x

x x−

=⎧
⎪ =⎪
⎨
⎪
⎪ =⎩

""
 

其基础解系为 ( )1,1, ,1 T= "β  

方程组的全部特解是 

x c= β （c为任意常数）. 

 

十、设 A为三阶实对称矩阵，且满足 2 2+A A = O已知 A的秩为 ( ) 2.r =A  

（1） 求 A的全部特征值； 

（2） 当 k为何值时，矩阵 kA+ E 为正定矩阵，其中E诶三阶单位矩阵. 

【详解 1】 （1） 设λ为 A的一个特征值，对应的特征系向量为α ，则 ( )0λ= ≠Aα α α  

2 2λ=A α α.  

于是 ( ) ( )2 2 2λ λ+ = +A A α α  

由条件
2 2+A A = O推知 ( )2 2 0λ λ+ =α  

又由于 0≠α ，故有
2 2 0λ λ+ = ， 

因为实对称矩阵 A必可以对角化,且 ( ) 2.r =A 所以 

2
~ 2

0

−⎡ ⎤
⎢ ⎥− =⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

A A  

因此，矩阵 A的全部特征值为 

1 2 32, 0.λ λ λ= = − =  

（2） 矩阵 kA+ E 仍为实对称矩阵，由（1）知， kA+ E 的全部特征值为 

2 , 2 , .k k k− + − +  



于是，当 2k > 时，矩阵 kA+ E 的全部特征值大于令，因此，矩阵 kA+ E 为正定矩阵. 

【详解 2】 同详解 1. 

（2）实对称矩阵必定可以对角化，故存在可逆矩阵 P ,使得 

1 -1− ΛP AP = A, A = P P  

于是 

( )-1 -1 -1,k k kΛ + ΛA+ E = P P P P = P + E P  

所以 k kA+ E ~ A+ E  

而                 

2
2 ,

2

k
k k

k

−⎡ ⎤
⎢ ⎥Λ = −⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

+ E  

kΛ+ E为正定矩阵，只需其顺序主子式均大于令，即 k需满足 

( ) ( )2 22 0, 2 0, 2 0.k k k k− > − > − >  

因此，当 2k > 时，矩阵 kA+ E 为正定矩阵. 

 

十一、设随机变量U 在区间[ ]2, 2− 上服从均匀分布，随机变量 

1, 1, 1,            1,
           

1, 1, 1,          1.
U U

X Y
U U

− ≤ − − ≤⎧ ⎧
= =⎨ ⎨

> − >⎩ ⎩

若 若

若 若
 

 试：求（1）X和 Y的联合密度分布； 

  （2） ( ).D X Y+  

 【详解】 (1) 随机变量 ( ),X Y 有四个可能值： ( ) ( ) ( ) ( )1, 1 , 1,1 , 1, 1 , 1,1− − − − . 

 { } { } 11, 1 1, 1 ,
4

P X Y P U U= − = − = ≤ − ≤ =  

 { } { }1, 1 1, 1 0,P X Y P U U= − = = ≤ − > =  

 { } { } 11, 1 1, 1 ,
2

P X Y P U U= = − = > − ≤ =  

{ } { } 11, 1 1, 1
4

P X Y P U U= = = ≤ − ≤ =  

于是，得 X和 Y的联合概率分布为 

( )
( ) ( ) ( ) ( )1, 1 1,1 1, 1 1,1

, ~ .1 1 10
4 2 4

X Y
⎡ − − − − ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

（2） X Y+  和 ( )2X Y+ ）的概率分布相应为 



( )2
2 0 0 0 4

~ , ~1 1 1 1 1
4 2 4 2 2

X Y X Y
−⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥+ +
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

由此可见 

( ) 2 2 0;
4 4

E X Y+ = − + =  

( ) ( )2 2.D X Y E X Y+ = + =  

 

十二、（本题满分 13分） 

假设一设备开机后无故障工作的时间 X 服从指数分布,平均无故障工作的时间 ( )EX 为 5

小时.设备定时开机,出现故障时自动关机,而在无故障的情况下工作 2 小时便关机.试求该设备

每次开机无故障工作的时间Y 的分布函数 ( )F y . 

【详解】 设 X 的分布参数为λ .由于
1( ) 5,E X
λ

= = 可见
1 .
5

λ =  

显然 { }min , 2 .Y X=  

  对于 0, ( ) 0;y F y< = 对于 2, ( ) 1.y F y≥ =  

 设0 2,y≤ < 有 

  { } { }{ } { } 5( ) min ,2 1
y

F y P Y y P X y P X y e
−

= ≤ = ≤ = ≤ = −  

于是,Y 的分布函数为 

 5

0, 0,

( ) 1 ,0 2,
1, 2.

y

y

F y e y
y

−

<⎧
⎪
⎪= − ≤ <⎨
⎪ ≥⎪⎩

 

 


