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数学二试题详解及评析 

 

一、 填空题（本题共 6小题，每小题 4分，满分 24分. 把答案填在题中横线上） 

（1） 若 0→x 时， 1)1( 4
1

2 −− ax  与 xx sin 是等价无穷小，则 a=           . 

【答】  -4 

【详解】  当 0→x 时， 24
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4
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故  a=-4. 

（2） 设函数 y=f(x)由方程 4ln2 yxxy =+ 所确定，则曲线 y=f(x)在点(1,1)处的

切线方程是            . 
【答】  x-y=0 

【详解】  等式 4ln2 yxxy =+ 两边直接对 x求导，得 

                yy
x

yxy ′=+′+ 342
， 

将 x=1,y=1代入上式，有   .1)1( =′y   

故过点(1,1)处的切线方程为 

          )1(11 −⋅=− xy ，即    .0=− yx  

（3） xy 2= 的麦克劳林公式中 nx 项的系数是______. 

【答】  
!
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【详解】  因为 2ln2 xy =′ ， 2)2(ln2 xy =′′ ， nxxy )2(ln2, )( = ， 

于是有                     nny )2(ln)0()( = ， 

故麦克劳林公式中 nx 项的系数是  
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（4） 设曲线的极坐标方程为 )0( >= aeaθρ  ，则该曲线上相应于θ从 0 变到

π2 的一段弧与极轴所围成的图形的面积为  ______. 

【答】  )1(
4
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【详解】  所求面积为 
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（5） 设α 为 3维列向量， Tα 是α 的转置. 若
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【答】  3 
【详解】  方法一： 
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方法二： 
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则            [ ]
2
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由题设 2 3 2
1 2 3 1,x x x= = =  所以 2 2 2

1 2 3 3.T x x xα α = + + =  

（6） 设三阶方阵 A,B 满足 EBABA =−−2 ，其中 E 为三阶单位矩阵，若
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【答】  
2
1  

【详解】  由 EBABA =−−2 知，   

EABEA +=− )( 2 ，即    EABEAEA +=−+ ))(( ， 

易知矩阵 A+E可逆，于是有      .)( EBEA =−  

再两边取行列式，得    1=− BEA ， 

因为       2
002
010
100
=

−
=− EA ,  

所以        =B  
2
1 . 

 
二、选择题（本题共 6小题，每小题 4分，满分 24分. 每小题给出的四个选项中，
只有一项符合题目要求，把所选项前的字母填在题后的括号内） 

（1）设 }{},{},{ nnn cba 均为非负数列，且 0lim =
∞→ nn

a , 1lim =
∞→ nn
b , ∞=

∞→ nn
clim ,则必

有 

(A) nn ba < 对任意 n成立.            (B) nn cb < 对任意 n成立. 

(C)  极限 nnn
ca

∞→
lim 不存在.             (D) 极限 nnn

cb
∞→

lim 不存在.        

【 】 
【答】  应选（D） 

【详解】 用举反例法，取
n

an
2

= ， 1=nb ， ),2,1(
2
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== nncn ，则可立即排

除(A),(B),(C)，因此正确选项为(D). 

（2）设 dxxxa nn
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n
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【 】 
    【答】  应选（B） 



【详解】 因为  
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（3）已知
x

xy
ln

= 是微分方程 )(
y
x

x
yy ϕ+=′ 的解，则 )(

y
xϕ 的表达式为 
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【 】 
【答】  应选（A） 
【详解】方法一： 

将
x
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= 代入微分方程 )(
y
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x
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应选(A). 
方法二： 

令
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而  
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两边求导，得 
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⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞ = − = −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
从而  

（4）设函数 f(x)在 ),( +∞−∞ 内连续，其导函数的图形如图所示，则 f(x)有 

(A)  一个极小值点和两个极大值点.    
(B)  两个极小值点和一个极大值点.      
(C)  两个极小值点和两个极大值点. 
(D) 三个极小值点和一个极大值点.                                   

【 】 
【答】  应选（C） 
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【详解】  方法一： 
 根据导函数的图形可知，一阶导数为零的点有 3 个，而 x=0 则是导数不

存在的点. 三个一阶导数为零的点左右两侧导数符号不一致，必为极值点，且两个
极小值点，一个极大值点；在 x=0 左侧一阶导数为正，右侧一阶导数为负，可见
x=0为极大值点，故 f(x)共有两个极小值点和两个极大值点，应选(C). 

方法二： 

设 ( )' 0f x = 的的根从左至右为 1 2 3, ,x x x ，导数不存在的点为 0，以上述点将

( ),−∞ +∞ 分为若干个区间列表如下： 
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( )1, x−∞  1x  ( )1 2,x x 2x  ( )2 ,0x  
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( )30, x 3x  ( )3 ,x +∞
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（5）设 ∫= 4
01

tanπ

dx
x

xI , dx
x

xI ∫= 4
02 tan

π

, 则 

  (A)  .121 >> II                       (B)  .1 21 II >>  

(C)  .112 >> II                       (D)  .1 12 II >>               

【 】 
【详解】 因为当 x>0 时，有 tanx>x，于是  

1tan
>

x
x
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<
x

x
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从而有  
4
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4
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x

xI ， 

可见有 21 II > 且
42
π

<I ，可排除(A),(C),(D)， 

故应选(B). 

（6）设向量组 I： rααα ,,, 21 可由向量组 II： sβββ ,,, 21 线性表示，则 

   (A) 当 sr < 时，向量组 II必线性相关.    (B) 当 sr > 时，向量组 II必线性
相关. 

    (C) 当 sr < 时，向量组 I 必线性相关.    (D) 当 sr > 时，向量组 I 必线性
相关. 
                                                                      
[  D  ] 

【详解】 用排除法：如 
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211 ββα ， 1α 可由 21 ,ββ 线性表示，但 1α 线性无关，排

除(C). 故正确选项为(D). 
 

三 、（本题满分 10分） 



设函数 
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问 a为何值时，f(x)在 x=0处连续；a为何值时，x=0是 f(x)的可去间断点？ 

【详解】  
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令 )00()00( +=− ff ，有 426 2 +=− aa ，得 1−=a 或 2−=a . 

当 a=-1时， )0(6)(lim
0

fxf
x

==
→

，即 f(x)在 x=0处连续. 

当 a=-2时， )0(12)(lim
0

fxf
x

≠=
→

，因而 x=0是 f(x)的可去间断点. 

 
四 、（本题满分 9分） 

   设函数 y=y(x)由参数方程 )1(
,21
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当 x=9时，由 221 tx += 及 t>1得 t=2, 故 
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五 、（本题满分 9分） 

   计算不定积分 .
)1( 2

32
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∫
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【详解】  方法一： 
 设 tx tan= ，则 
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x
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∫
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2
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方法二： 
本题也可用分布积分法： 

        dx
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∫
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移项整理得 
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六 、（本题满分 12分） 

   设函数 y=y(x)在 ),( +∞−∞ 内具有二阶导数，且 )(,0 yxxy =≠′ 是 y=y(x)的反

函数. 

(1)  试将 x=x(y)所满足的微分方程 0))(sin( 3
2

2

=++
dy
dxxy

dy
xd

变换为 y=y(x)满

足的微分方程； 

(2) 求变换后的微分方程满足初始条件
2
3)0(,0)0( =′= yy 的解. 

【详解】 (1) 由反函数的求导公式知 
ydy

dx
′

=
1
，于是有 

)(2

2

dy
dx

dy
d

dy
xd
= =

dy
dx

ydx
d

⋅
′
)1( = 32 )(

1
y
y

yy
y

′
′′

−=
′

⋅
′
′′− . 

代入原微分方程得 

         .sin xyy =−′′                                            (  *  ) 

(2) 方程( * )所对应的齐次方程 0=−′′ yy 的通解为 

          .21
xx eCeCY −+=  

设方程( * )的特解为 

       xBxAy sincos* += ， 

代入方程( * )，求得
2
1,0 −== BA ，故 xy sin

2
1* −= ，从而 xyy sin=−′′ 的通解是 

          .sin
2
1

21
* xeCeCyYy xx −+=+= −  

由
2
3)0(,0)0( =′= yy ，得 1,1 21 −== CC . 故所求初值问题的解为 

      .sin
2
1 xeey xx −−= −  



 
七 、（本题满分 12分） 

 讨论曲线 kxy += ln4 与 xxy 4ln4 += 的交点个数. 

【详解】 设 =)(xϕ kxxx −+− 4ln4ln 4 ，     y 

则有     .)1(ln4)(
3

x
xxx +−

=′ϕ        4-k 

不难看出，x=1是 )(xϕ 的驻点.                O         1          x 

当 10 << x 时， 0)( <′ xϕ ，即 )(xϕ 单调减少；当 x>1时， 0)( >′ xϕ ，即 )(xϕ 单

调增加，故 k−= 4)1(ϕ 为函数 )(xϕ 的最小值. 

当 k<4，即 4-k>0时， 0)( =xϕ 无实根，即两条曲线无交点； 

当 k=4，即 4-k=0时， 0)( =xϕ 有唯一实根，即两条曲线只有一个交点； 

当 k>4，即 4-k<0时，由于 

+∞=−+−=
++ →→

]4)4(ln[lnlim)(lim 3

00
kxxxx

xx
ϕ ； 

+∞=−+−=
+∞→+∞→

]4)4(ln[lnlim)(lim 3 kxxxx
xx

ϕ ， 

故 0)( =xϕ 有两个实根，分别位于(0,1)与 ),1( +∞ 内，即两条曲线有两个交点. 

方法二： 

问题等价于讨论方程 44 4 ln lnk x x x= − + 的实根个数. 

设 ( ) 44 4 ln ln ,f x x x x= − + 则 ( ) ( )34 1 ln
' ,

x x
f x

x
− +

=  

令 ( )' 0 1.f x x= =得驻点  

又  ( )1 4,f =  

从而 

    当 k<4，即 4-k>0时，方程 ( )f x k= 无实根，即两条曲线无交点； 

当 k=4，即 4-k=0时，方程 ( )f x k= 有唯一实根，即两条曲线只有一个交点； 

当 k>4，即 4-k<0时，由于  

              +∞=−+−=
++ →→

]4)4(ln[lnlim)(lim 3

00
kxxxx

xx
ϕ ； 



+∞=−+−=
+∞→+∞→

]4)4(ln[lnlim)(lim 3 kxxxx
xx

ϕ  

所以方程 ( )f x k= 有两个实根分别位于（0，1）和 ( )1,+∞ 内，即两曲线有两个交点. 

 
八 、（本题满分 12分） 

   设位于第一象限的曲线 y=f(x)过点 )
2
1,

2
2( ，其上任一点 P(x,y)处的法线与

y轴的交点为 Q，且线段 PQ被 x轴平分. 
(1) 求曲线 y=f(x)的方程； 

(2) 已知曲线 y=sinx在 ],0[ π 上的弧长为 l，试用 l表示曲线 y=f(x)的弧长 s. 

【详解】 (1) 曲线 y=f(x)在点 P(x,y)处的法线方程为 

         )(1 xX
y

yY −
′

−=− ， 

其中(X,Y)为法线上任意一点的坐标. 令 X=0，则 

y
xyY
′

+= ， 

故 Q点的坐标为 ).,0(
y
xy
′

+  由题设知 

0)(
2
1

=
′

++
y
xyy ，即 .02 =+ xdxydy  

积分得    Cyx =+ 22 2  (C为任意常数). 

由
2
1

2
2 =

=x
y 知 C=1，故曲线 y=f(x)的方程为 

         .12 22 =+ yx  

(2)  曲线 y=sinx在[0，π ]上的弧长为 

         .cos12cos1 2
0

2

0

2 dxxdxxl ∫∫ +=+=
π

π
 

曲线 y=f(x)的参数方程为 

     
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

,sin
2
2

,cos

ty

tx
  .

2
0 π

≤≤ t  

故   dttdttts ∫∫ +=+= 2
0

22
0

22 sin1
2

1cos
2
1sin

ππ

， 



令 ut −=
2
π

，则 

duuduus ∫∫ +=−+= 2
0

20

2

2 cos1
2

1)(cos1
2

1 π

π  

  = .
4
2

22
ll

=  

 
九 、（本题满分 10分） 

有一平底容器，其内侧壁是由曲线 )0)(( ≥= yyx ϕ 绕 y 

轴旋转而成的旋转曲面（如图），容器的底面圆的半径为 2 m.  

根据设计要求，当以 min/3 3m 的速率向容器内注入液体时， 

液面的面积将以 min/2mπ 的速率均匀扩大（假设注入液体前，            

容器内无液体）. 

(1) 根据 t时刻液面的面积，写出 t与 )(yϕ 之间的关系式； 

(2) 求曲线 )(yx ϕ= 的方程. 

(注：m表示长度单位米，min表示时间单位分.) 
【详解】  方法一： 
 (1) 设在 t时刻，液面的高度为 y，则由题设知： 

此时液面的面积为  ty πππϕ += 4)(2 , 从而 .4)(2 −= yt ϕ  

 (2) 液面的高度为 y时，液体的体积为                       

.12)(33)(
0

22 −==∫ ytduu
y

ϕϕπ  

上式两边对 y求导，得                                                     

        )()(6)(2 yyy ϕϕπϕ ′= ，即 ).(6)( yy ϕπϕ ′=  

解此微分方程，得 

        
y

Cey 6)(
π

ϕ = ，其中 C为任意常数， 

由 2)0( =ϕ 知 C=2, 

故所求曲线方程为  .2 6
y

ex
π

=  

 
 



 
方法二： 

（1） 在 t 时刻液面面积为 22 ,tπ π+ 由题意 ( )2 4 ,x t t yπ π π ϕ= + 于是与 的关

系为： ( )2 4 .y tϕ = +  

（2） 设液面高度为 y，在 t ~ t + d t 时间间隔为液体体积的变化为：

( )3 4 ,dt t dyπ π= +  

解此微分方程得 

         3 ln(4 ) .y t C
π

= + +  

30 0 ln 4,t y C
π

= = ⇒ = −时，  

从而   3 4ln .
4

ty
π

+
=  

由  ( )
2

2 34 ln .
4
xt yϕ

π
= − =得y=  

又 ( )0 2ϕ = ⇒曲线方程为  .2 6
y

ex
π

=  

 
十 、（本题满分 10分） 

设函数 f(x)在闭区间[a,b]上连续，在开区间(a,b)内可导，且 .0)( >′ xf  若极限

ax
axf

ax −
−

+→

)2(lim 存在，证明： 

(1) 在(a,b)内 f(x)>0; 

(2) 在(a,b)内存在点ξ，使 

         
)(

2

)(

22

ξ
ξ

fdxxf

ab
b

a

=
−

∫
； 

(3) 在(a,b) 内存在与(2)中ξ相异的点η，使 



        ∫−
=−′

b

a
dxxf

a
abf .)(2))(( 22

ξ
ξη  

【详解】  方法一： 

 (1) 因为
ax

axf
ax −

−
+→

)2(lim 存在，故 .0)()2(lim ==−
+→

afaxf
ax

 又 0)( >′ xf ，于是

f(x)在(a,b)内单调增加，故 

       ).,(,0)()( baxafxf ∈=>  

(3) 设 F(x)= 2x , )()()( bxadttfxg
x

a
≤≤= ∫ , 则 0)()( >=′ xfxg ， 

故 )(),( xgxF 满足柯西中值定理的条件，于是在(a,b)内存在点ξ，使 

  
ξ=′

′
=

−

−
=

−
−

∫∫ ∫
xx

a

b

a

a

a
dttf

x

dttfdttf

ab
agbg
aFbF

))((

)(

)()()()(
)()( 222

， 

即    
)(

2

)(

22

ξ
ξ

fdxxf

ab
b

a

=
−

∫
. 

(3) 因 )()()0()()( afffff −=−= ξξξ ，在 ],[ ξa 上应用拉格朗日中值定理，

知在 ),( ξa 内存在一点η，使 ))(()( aff −′= ξηξ ，从而由(2) 的结论得 

    
))((

2

)(

22

afdxxf

ab
b

a
−′

=
−

∫ ξη
ξ

， 

即有   ∫−
=−′

b

a
dxxf

a
abf .)(2))(( 22

ξ
ξη  

方法二： 
（1） 同证法一. 

（2） 设 ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 ,
b x

a a
F x x f t dt b a f t dt= − −∫ ∫  

显然 F (x) 在 [a, b] 上联学，在 (a, b) 内可导，且 

        
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2 2

2 2 2 2

,

.

b b b

a a a

b b b

a a a

F b b f t dt b a f t dt a f t dt

F a a f t dt b a f t dt a f t dt

= − − =

= − − =

∫ ∫ ∫
∫ ∫ ∫

 

由罗尔定理， ( ) ( ), , ' 0,a b Fξ ξ∃ ∈ =使  

即       ( ) ( )
( ) ( )

2 2
2 2 22 ( ) .

b

ba

a

b af t dt b a f
ff t dt

ξξ ξ
ξ

−
= −∫

∫
，或 ＝  

（3） 由（1）、（2）知 



          
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2

2 2

' 2 ( ) ,

' ' 2 ( ) .

b

a

b

a

F x x f t dt b a f x

F x F a a f t dt b a fξ ξ

= − −

− = − − −

∫
∫

 

由拉个朗日定理， ( ), ,aη ξ∃ ∈ 使得 

          ( ) ( ) ( ) 2 2' ' 2'' , ( )( ) ( ) .
b

a

F F a
F f b a f x dx

a a
ξ ξη η
ξ ξ
−

′= − =
− − ∫即  

 
十 一、（本题满分 10分） 

若矩阵

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

600
28

022
aA 相似于对角阵Λ，试确定常数 a 的值；并求可逆矩阵 P

使 .1 Λ=− APP  

【详解】 矩阵 A的特征多项式为 

       ]16)2)[(6(
600

28
022

2 −−−=
−
−−−

−−
=− λλ

λ
λ

λ
λ aAE  

               = )2()6( 2 +− λλ ， 

故 A的特征值为 .2,6 321 −=== λλλ  

由于 A相似于对角矩阵Λ，故对应 621 == λλ 应有两个线性无关的特征向量，

即 

2)6(3 =−− AEr ，于是有 .1)6( =− AEr  

由   
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −
→

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−−

−
=−

000
00

012

000
48

024
6 aaAE ， 

知 a=0. 

于是对应于 621 == λλ 的两个线性无关的特征向量可取为 

 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

1
0
0

1ξ ， .
0
2
1

2

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=ξ  

当 23 −=λ 时， 



    
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
→

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−
−−

=−−
000
100
012

800
048
024

2 AE ， 

解方程组
⎩
⎨
⎧

=
=+
,0

,02

3

21

x
xx

得对应于 23 −=λ 的特征向量 .
0
2

1

3

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−=ξ  

     令
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−=
001
220

110
P ，则 P可逆，并有 .1 Λ=− APP  

 
十二 、（本题满分 8分） 
已知平面上三条不同直线的方程分别为 

      :1l   032 =++ cbyax ， 

      :2l   032 =++ acybx ， 

      :3l   032 =++ baycx . 

试证这三条直线交于一点的充分必要条件为 .0=++ cba  
【详解】 方法一：必要性 

设三条直线 321 ,, lll 交于一点，则线性方程组 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=+
−=+
−=+

,32
,32
,32

baycx
acybx
cbyax

                            (*) 

有唯一解，故系数矩阵

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

ac
cb
ba

A
2
2
2
与增广矩阵

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−
−

=
bac
acb
cba

A
32
32
32
的秩均为 2，于

是 .0=A  

由于 ])[(6
32
32
32

222 bcacabcbacba
bac
acb
cba

A −−−++++=
−
−
−

=  

        = ])()())[((3 222 accbbacba −+−+−++ , 

但根据题设 0)()()( 222 ≠−+−+− accbba ，故 

             .0=++ cba  



充分性：由 0=++ cba ，则从必要性的证明可知， 0=A ，故秩 .3)( <A  

由于 

        ])([2)(2
2
2 22 bbaabac
cb
ba

++−=−=  

               = 0]
4
3)

2
1[(2 22 ≠++− bba ， 

故秩(A)=2. 于是， 

           秩(A)=秩 )(A =2. 

    因此方程组(*)有唯一解，即三直线 321 ,, lll 交于一点. 

方法二：必要性 

设三直线交于一点 ),( 00 yx ，则

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

1
0

0

y
x
为 Ax=0的非零解，其中 

        .
32
32
32

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

bac
acb
cba

A  

于是  0=A . 

   而     ])[(6
32
32
32

222 bcacabcbacba
bac
acb
cba

A −−−++++−==  

        = ])()())[((3 222 accbbacba −+−+−++− , 

但根据题设 0)()()( 222 ≠−+−+− accbba ，故 

             .0=++ cba  

充分性：考虑线性方程组 

         
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=+
−=+
−=+

,32
,32
,32

baycx
acybx
cbyax

                            (*) 

将方程组(*)的三个方程相加，并由 a+b+c=0 可知，方程组(*)等价于方程组 

             
⎩
⎨
⎧

−=+
−=+

.32
,32

acybx
cbyax
                            (* *) 

因为  ])([2)(2
2
2 22 bbaabac
cb
ba

++−=−=  



               =- 0])([ 222 ≠+++ baba , 

故方程组(* *)有唯一解，所以方程组(*)有唯一解，即三直线 321 ,, lll 交于一点. 


